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DEVERSEMENT ELASTIQUE

D'UNE POUTRE A SECTION BI-SYMETRIQUE
SOUMISE A DES MOMENTS D'EXTREMITE
ET UNE CHARGE REPARTIE OU CONCENTREE

par Y. GALEA

1. - INTRODUCTION

Que ce soit dans les Commentaires de I'article 5.22 de I’Additif 80 aux régles CM66 [1]
ou dans I’Annexe F de 'EC3-DAN [2], tous deux consacrés au calcul du moment critique
de déversement élastique M, (ou Mp) d’'une poutre fléchie, le praticien ne peut trouver
tout ce dont il a besoin pour appliquer la formulation énoncée au cas pourtant fréquent
d’une poutre soumise a moments d’extrémité et chargement transversal. En effet, et en
se limitant volontairement ici au cas des sections bi-symétriques pour écarter C; (voir
EC3 DAN), les coefficients C, et C, imprimant dans M, I'influence de la forme de la dis-
tribution du moment fléchissant, des conditions de maintiens aux extrémités et du point
d’application des charges ne sont pas donnés pour ce type de chargement.

L'auteur avait pour cela fourni il y a plus de vingt ans dans la référence [3] des abaques
et une formulation de ces coefficients qui résultaient d'une approche analytique menée
manuellement en adoptant comme hypothése une déformée d’instabilité en une demi
onde de sinusoide a une onde. La nécessité d’envisager un développement en série de
Fourrier en sinus avec un plus grand nombre de termes se faisait cependant déja sentir
puisqu’il avait été précisé dans cette référence [3] que les résultats obtenus pouvaient
s’avérer d'une précision insuffisante dans certaines parties du domaine investigué. Mais
la pratique et la puissance de l'informatique n’étant pas a I'époque ce qu’elles sont
devenues, I'auteur avait mis en suspens ces développements futurs et s’en était tenu la.

Depuis, des comparaisons faites avec des calculs plus précis ont pu confirmer qu’en
effet I'erreur commise dans certains cas pouvait atteindre 40 % pour C,, bien que les
résultats soient tout a fait acceptables dans une grande partie de I'étendue de |'étude,
avec des erreurs du méme ordre induites pour C,. Il était donc indispensable, pour
I"auteur, de reprendre cette étude avec les moyens d'aujourd’hui et de fournir au prati-
cien des résultats plus fiables.
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2. - ETENDUE DE L'ETUDE

Sont considérées ici les poutres rectilignes a section bi-symétrique constante, fléchies
par rapport a leur axe de forte inertie selon I'un des schémas de la figure 1. Le second
cas n'était pas traité dans I'étude initiale [3].
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Fig. 1
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Les extrémités de la poutre sont maintenues au déversement (translation latérale et
rotation de torsion), en supposant une rotation en flexion latérale et un gauchissement
libres (conditions classiques d'appuis dits «a fourche»). Il n'y a pas de maintiens entre
les extrémités de la poutre.

Ainsi, la distribution du moment fléchissant peut étre caractérisée par les deux para-
meétres suivants :

U rapport des moments aux extrémités. Par définition: -1 <y <1

W=1 correspond au moment uniforme.

qlL? []
=g
rapport du moment isostatique au moment d’extrémité maximum M en
FL valeur absolue
b) p=—— 2
am U
p>0 si g (ou F) et le moment maximum d’extrémité M fléchissent

la poutre dans le méme sens (cas de la figure 1).

Dans ces conditions, et en adoptant ici les notations de I’Annexe F de I'EC3-DAN [2], le
moment critique de déversement M,, au point de moment maximum dans la poutre est

donné par:
2El, 1, L2Gl,
M, = C1T TZ+T[27EIZ+(CZZQ)2—CZZQ) (1)

E  module d'Young

ou:

module de cisaillement (G = E/2,6 pour |'acier)
/ inertie de flexion de la section par rapport a I'axe faible
I, inertie de torsion de la section

inertie de gauchissement de la section (/,, = I,h%*/4 pour profils en I, h = distance
entre centres de gravité des semelles)
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z, distance du point d'application de la charge au centre de gravité de la section

z,> 0 si la charge transversale est dirigée vers le centre de gravité
z,= 0 si la charge est appliquée au centre de gravite

z, < 0 si la charge s’¢éloigne du centre de gravité de la section

14

z3>0 73=0 24<0

Fig. 2

C,, C, coefficients dépendant de la distribution du moment fléchissant, donc ici des
parametres | et L.

Note : Bien qu’en réalité le coefficient C, varie également notablement avec le rapport
El

w

Gl,L?

d’extrémité peut atteindre 15 % dans certaines conditions), on ne considerera ici

que les valeurs minimales, obtenues pour I, = 0. En écartant l'influence de ce

paramétre X sur le coefficient majeur C;, on se place ainsi en sécurité. La valeur
de C, doit étre logiquement calculée dans les mémes conditions.

X = (voir par exemple [4] ou la variation de C, pour les moments

3. - METHODE DE CALCUL EMPLOYEE

3,1. - Présentation succincte du logiciel utilisé et de la méthodologie appliquée

Dans le cadre d'un projet de recherche européen sur le déversement [5], 'auteur a été
amené a développer un logiciel (nommé LTBEAM) de calcul du moment critique de
déversement élastique de poutres fléchies isostatiques ou continues. Ce logiciel permet
de traiter un éventail trés large de cas de supports en déversement (maintiens ponctuels
ou répartis, au centre de gravité des sections ou en dehors, maintiens rigides ou élas-
tiques,...) et de chargement (appliqué ou non au centre de gravité des sections). Ce logi-
ciel a été validé avec succes par comparaison avec des résultats tirés de la littérature
spécialisée ou obtenus par simulations numériques réalisées par divers partenaires
européens sur différents codes par éléments finis (ANSYS, FINELG, ABAQUS, ...).

Il n"'est pas dans l'objet de cette note technique de détailler les bases du logiciel
LTBEAM auxquelles un article spécifique pourrait étre consacré, mais on précise ici que
la modélisation du comportement de la poutre y fait appel a la technique des éléments
finis de type «troncon de poutre » (donc a 2 nceuds), ce qui impose une discrétisation de
la poutre en un certain nombre de petits éléments. Les composantes de déplacement —
les degrés de liberté — prises en compte a chaque noeud ainsi créé sont essentiellement :

. le déplacement latéral,

. la rotation de torsion,
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. la rotation de flexion latérale,
. et le gauchissement.

La matrice de rigidité tangente K du systeme, ayant été établie a I'issue d’un bilan éner-
gétique a l'instabilité exprimé dans le cadre d'une théorie linéaire de la stabilité (bifurca-
tion d’équilibre a partir d'une configuration non déformée), est donc construite, ou plus
exactement sa partie «linéaire» K; et sa partie «géomeétrique» K;(M). Cette derniére est
fonction des moments de flexion M dans les éléments de poutre. La détermination du
multiplicateur critique @, de la distribution de moment fléchissant M dans la poutre est
réalisée par résolution du probleme aux valeurs propres associé.

Déterminant |K, + ¢, Ks(M)| =0
Si M, est le moment maximum dans la poutre sous les charges appliquées, le
moment critique est alors obtenu par :

MCI’ = (pcr " Mmax

Pour déterminer les coefficients C, et C, pour un cas donné caractérisé par un couple de
valeurs (Y, 1) des parametres définis plus haut, la procédure générale suivante a été
appliquée :

a) on a choisi des valeurs de L, I, et /,, mais on a pris /,, = 0 pour les raisons expliquées
dans la Note exposée plus haut au 8§ 2. La poutre a été discrétisée en 50 éléments.

b) en présence des moments d'extrémités M et YM, la charge transversale g (ou F) a été
appliquée tout d’abord au centre de gravité (z, = 0), ce qui a permis d’écarter
I'influence de C, dans ce premier temps, et une premiére valeur M,,, a été calculée
par le programme LTBEAM. C, a été alors déduit par la formule suivante résultant de

la résolution de I'expession (1) en C; :
M, L

nVELGI,

¢) puis, toujours en présence des moments d’extrémité, la charge transversale g (ou F)
a été appliquée a une distance donnée z, du centre de gravité. Une deuxieme valeur
M,,, du moment critique a été ainsi calculée avec LTBEAM.

1=

d) Adoptant la valeur de C,; calculée auparavant en b), le coefficient C, a été ensuite
obtenu en tirant sa valeur de I'expression (1) avec M, = M_,,.

3,2. - Discussion sur certains choix faits et hypothéses adoptées

En a) de la procédure ci-dessus, le logiciel impose de choisir des caractéristiques de sec-
tion, donc, en pratique, un profil. En ¢), une valeur de z, doit aussi étre fixée. La sensibi-
lité de C, et C, a ces parametres a par conséquent éte regardee.

Il est apparu que C, affiche une tres bonne constance, quelle que soit la série de profils
(toujours avec 1, = 0), et est bien sir indépendant de z, par définition.

Il nen est pas de méme pour C, qui peut varier notablement selon le profil et la distance
z, retenus. Ainsi la figure 3 montre I'évolution de C, pour 3 profils de la série IPE, en
fonction du rapport z,/h ou h est la hauteur du profil, et ceci pour le cas de la charge
concentrée seule (a mi-portée) et de la charge répartie seule (sans moments d’extré-
mité). Ces 2 cas de charges sont bien sar ceux pour lesquels une imprécision sur C, est
transmise avec son effet maximal sur M,,.
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La figure 3, relative a des profils IPE, montre que pour le cas de la charge répartie, la
variation de C, est relativement faible, et que le choix du profil et de z,/h n’a pratique-
ment pas d’influence (la conclusion est identique pour des profils HEA et HEB).

Par contre, la variation de C, est trés notable pour la charge concentrée. Aussi, pour
donner au praticien des valeurs «uniques» mais «acceptables» de C, dans ce cas, un
profil « moyen» — le profil IPE 300 — a été retenu (en lui imposant /, = 0) et, sachant que
dans la pratique, la charge transversale est généralement gravitaire et appliquée au
niveau de la semelle supérieure, une valeur z, = + h/2 a été fixée. Il faut garder a I'idée
que dans le cas présent de combinaison de la charge transversale avec des moments
d’extremité, I'influence d’'une imprécision sur C, est d"autant plus diminuée que le para-
metre W est faible (en valeur absolue), c’est-a-dire que le moment «isostatique» di a la
charge transversale est faible.

Enfin, la méthode étant numérique, une formulation analytique n’est malheureusement
pas disponible ici, contrairement a ce qui avait pu étre fait dans I'étude [3].

4. - TABLEAUX ET ABAQUES DE COEFFICIENTS C, ET C, -

EXEMPLES D'UTILISATION

Les coefficients C, et C, sont donnés en annexes sous forme de tableaux et sous forme
d'abaques. Il a été jugé utile de donner également ces coefficients sous forme de
tableaux car la lecture des courbes n’est pas toujours trés aisée a cause de leur entrela-
cement dans certains domaines. De plus, les valeurs peuvent étre reprises dans un pro-
gramme ou dans un tableur pour faciliter les interpolations car une formulation analy-
tique n’est pas disponible ici.

Les tableaux sont donnés en Annexe A et les abaques en Annexe B :

. Moments d’extrémité et charge répartie
Tableau/Abaque 1: Coefficient C,—p >0
Tableau/Abaque 2: Coefficient C,—-p <0
Tableau/Abaque 3: Coefficient C,—pu >0
Tableau/Abaque 4 :  Coefficient C,—u <0
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. Moments d’extrémité et charge concentrée
Tableau/Abaque 5: Coefficient C,—p >0
Tableau/Abaque 6 :  Coefficient C,—pu <0
Tableau/Abaque 7: Coefficient C,—p >0
Tableau/Abaque 8: Coefficient C,-Q <0

Dans les abaques, le domaine des valeurs de . est 0 < || < 2 pour cause de lisibilité,
alors qu'il est étendu jusqu’a || = 10 dans les tableaux.

Une information succincte est donnée ci-aprés sur la comparaison avec les résultats de
I’étude précédente [3]. Puis deux exemples d’utilisation des tableaux donnés en Annexe
A sont exposés, en poussant le calcul jusqu’a la vérification de la résistance ultime au
déversement avec 'EC3-DAN [2].

4,1. - Comparaison avec |'étude précédente [3]

Dans I'étude [3], les courbes avaient été tracées pour un coefficient C9 relatif au
moment maximum d’extrémité M; le coefficient C, relatif au moment maximum M, ,,
dans la barre était obtenu par C, = C3|M,,,,/M|. Pour p > 0,2 - Y et u < - 1,2 (en valeur
algébrique), I'écart entre les valeurs de C, (et non C9) obtenues dans I'étude précédente
et celles obtenues ici reste inférieur a 3 %, en diminuant rapidement dés qu’on s’éloigne
de ces limites. Entre ces 2 limites, I'erreur peut atteindre 16 % dans le domaine p > 0 et
43 % dans le domaine p < 0.

En ce qui concerne I'écart sur les valeurs de C,, les domaines d’erreur mineure sont par
contre plus difficiles a préciser. Mais dans certains cas, I'écart atteint 50 %. L'imprécision
sur ce coefficient a cependant, sur la valeur du moment critique M, une incidence
moins «directe» que celle sur C, qui est le coefficient majeur.

4,2 - Exemple d’application 1

4,21. - Données

Profil : IPE 200 Longueur L=4m
Extrémités maintenues en déversement

Caractéristiques : [,=142,4 cm*

l,=7,02 cm*
l,, = 13052 cm$
W, =220,6 cm3
Matériau : E=210000 MPa
G =80769 MPa
f,= 235 MPa

Construction Métallique, n°® 2-2002



Rubrique TECHNIQUE ET APPLICATIONS 65

STA-CAL 1-02

Distribution du moment de flexion :

q
M TV T W
0

M=30kN.m ¢=-045
g=10KkN/m gravitaire
appliquée sur la semelle supérieure, z;= +h/2=10cm (>0)

4,22. - Moment critique de déversement

La charge g et le moment d’extrémité M pris séparément fléchissent la poutre en sens
contraire. Le parameétre p est donc affecté du signe négatif.

gl? 10 x4

= =-0,667 <0
11 8x30

l_j:

Les tableaux concernés sont le tableau 2 pour C, et le tableau 4 pour C,.

Calcul de C,

Extrait du tableau 2 :

p\w 05 -04
-0,6 2,385|2,722
-0,7 12,046 (2,300

La double interpolation linéaire conduit a C, = 2,30.

Calcul de C,

Extrait du tableau 4 :

pu\yl 05| -04
-0,6 | 0,540 0,625
-0,7 10,544 0,617

La double interpolation linéaire conduit a C, = 0,581.
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Calcul de M,
T[2E/ L2Gl,
Lt e, G5

T2 x 2100000 x 142,4
4002

M, =23 x

o)

4002 x 807690 x 7,02

M, = 636127 daN . cm = 63,61 kN . m

T %X 2100000 % 142,4

13052
X 1424 *

Le moment de flexion maximum se situant ici a I'origine de la poutre (M
cette valeur de M, est donc aussi la valeur critique du moment a I'origine de la poutre.

+ (0,681 x 10)2 — 0,581 x 10)}

hax = 30 kN . m),

Valeur de référence trouvée par le logiciel LTBEAM : M, =63,74 kN . m

(La présente méthode donne donc un écart sécuritaire de : 0,2 %).

4,23. - Vérification de la résistance selon I'’EC3-DAN [2]

Classe de la section :

Courbe de déversement

Elancement réduit :

Facteur d’'imperfection :

Parameétre @, :

Coefficient de sécurité :
Moment résistant :
Moment maximum :

Vérification :

Coefficient de réduction :

1 S By=10

On donne ci-aprés les principaux résultats intermédiaires sans les détailler. Les réfé-
rences entre parenthéses sont celles des clauses concernées de I'EC3-DAN [2].

(8 5.5.2 (1))

:a (Tableau 5.5.3)
9\u= VB W, f,/ M, =0,903 (8 5.5.2 (5))
> 0,4 - Réduction due au déversement (8§ 5.5.2 (7))
a,7=0,21 (8 5.5.2 (3))
qT=05[1+a”4RU—02)+R§J=0381 (8 5.5.2 (2))
1
S Xr= ———=—=0,732 (8 5.5.2 (2))
Qr+ \/(Pfr— Ay
Yim =11 (85.1.1(2)
M ga = Xi7Bw Wiy f,/Yam = 34,5 kN . m (8 5.5.2 (1))

M, sq < My g4 — Résistance au déversement vérifiée
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4,3. - Exemple d’application 2

4,31 - Données

Profil : HEA 500 Longueur L=12m
Extrémités maintenues au déversement

Caractéristiques : [,= 10367 cm*

l,)=310,3 cm*
l,,= 5652400 cm®
W,,, = 3949 cm?3
Matériau : E =210 000 MPa
G=80769 MPa
f, = 235 MPa

Distribution du moment de flexion :

M

M =300kN.m ¢=-08
F=150kN gravitaire
accrochée sousla semelleinférieure, z; = -h/2=-245cm (< 0)

~ M = 480 KN.m ami-portée

4,32 - Moment critique de déversement

La charge F et le moment d'extrémité M pris séparément fléchissent la poutre dans le
méme sens (moment isostatique et M de méme signe). Le parameétre | est donc affecté
du signe positif.

FL 150 x 12
= 4m = ax300 =150

Les tableaux concernés sont le tableau 5 pour C, et le tableau 7 pour C,.

Calcul de C,

Avec Y =-0,8 et u=1,5, la lecture dans le tableau 5 donne directement: C, =1,263.

Construction Métallique, n°® 2-2002



10

68 Rubrique TECHNIQUE ET APPLICATIONS

STA-CAL 1-02

Calcul de C,

Avec Y =-0,8et u=1,5, la lecture dans le tableau 7 donne directement: C, =0,448.

Calcul de M,

T[2E/ L2Gl,
1, * g, + G- G

2 x 2100000 % 10367
12002

M,, = 1,263 x

{\/5652 400 12002 x 807690 x 310,3
X

_ 2_ _
10367 * 1x2100000 x 10367 * (04487 (= 24,5))-0,448 x 24:5”]

M, =11195300daN.cm=1119,53 kN. m

Le moment de flexion maximum se situant ici a mi-portée de la poutre (M,,,,, = 480 kN . m),
cette valeur de M, est donc aussi la valeur critique du moment a mi-portée de la poutre.

Valeur de référence trouvée par le logiciel LTBEAM : M, =1145,7kN . m

(La présente méthode donne donc un écart sécuritaire de : 2,3 %. L'aspect |égérement
securitaire du choix fait au 8 3 concernant la valeur de z, utilisée pour établir les
tableaux y contribue pour une bonne part).

4,33. - Vérification de la résistance selon I’EC3-DAN [2]

On donne ci-aprés les principaux résultats intermédiaires sans les détailler. Les réfeé-
rences entre parentheses sont celles des clauses concernées de I'EC3-DAN [2].

Classe de la section : 1 - Byw=1,0 (8 5.5.2 (1))
Courbe de déversement :a (Tableau 5.5.3)
, I

Elancement réduit : A=V BW,,f,/M,=09105 (8 5.5.2 (5))

> 0,4 - Réduction due au déversement (8§ 5.5.2 (7))

Facteur d'imperfection: o;;=0,21 (8 5.5.2 (3))
Paramétre @, : @r=05[1+ GLT(Q\LT— 0,2) + g\%T] = 0,989 (8§ 5.5.2 (2))
Coefficient de reduction : X,;= 14% =0,727 (8 5.5.2 (2))
Qrr+ \/(Pfr‘ At

Coefficient de sécurité :  yy, = 1,1 (85.1.1(2))
Moment résistant : My ra = Xo7Bw Wo 1,/ Y = 613,4 kKN . m (8 5.5.2 (1))
Moment maximum : M, s4=480 kN. m

Vérification : M, sq < M, gy — Résistance au déversement vérifiée.
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5. - CONCLUSION

Il faut avoir a I'esprit que la formule (1), et plus généralement la formulation compléte
donnée dans I'EC3-DAN Annexe F [2], est un modele simplifié pour calculer le moment
critique de déversement. Ce modele ne devient analytiquement exact que dans certains
cas élémentaires précis (ou, au minimum, la déformée d’instabilité est une sinusoide
parfaite). L'applicabilité d’une telle formule a des cas s’en éloignant se fait en adaptant,
avec plus ou moins de précision, les coefficients qui y interviennent, notamment C,;, G,
et C;. Dans des cas complexes, pourtant rencontrés souvent dans la pratique, proposer
des valeurs fiables de ces coefficients devient problématique car la formulation de M,,
n’est plus trés adaptée. Si I'on ne veut pas adopter des hypothéses simplificatrices, logi-
gquement pénalisantes, et si I'on veut avoir une bonne estimation de M,,, le recours a
I'informatique, via des logiciels comme LTBEAM utilisé dans cette étude, devient alors
difficilement contournable.
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ANNEXE A

Tableaux de coefficients C, et C,

. Moments d’extrémité et charge répartie

Tableau 1: Coefficient C,-p >0
Tableau 2 : Coefficient C,-pu <0
Tableau 3: Coefficient C,—pu >0

Tableau 4 : Coefficient C,—pu <0

. Moments d’extrémité et charge concentrée
Tableau 5: Coefficient C,—pu >0
Tableau 6 : Coefficient C,-pu <0
Tableau 7 : Coefficient C,—pu >0

Tableau 8 : Coefficient C,—pu <0

Construction Métallique, n°® 2-2002



71

Rubrique TECHNIQUE ET APPLICATIONS

™
1

STA-CAL 1-02

TABLEAU 1 - Coefficient C, - Moments d’extrémitée et charge répartie— 1 > 0

LSV L Z2L L (2L L |28 L [ 2L L [ 2L L | ZBL L | 2V L [ L2V L | ZGL L | 22V L [ L2V L [ 2L L | 28V L [ 2L L [ 2L L Zgh L | 22V L |22V L | ZeL L | gL ) €
OLL L IO L[ ZLL L[ ZLL L |SLE L | SEL L [BLL L [6LL L | 02L L | L2L L[ el L gel L | €2 L |2 L | veL L |Gl L |92 L |92 L] ZeL |22 L 82t L| Ol
SLL L ZEL L [SEE L [P L [P L [SEE L [QLE L[ ZLL L SLL L |6LLL | O2L'L |02 L] kgL L e LS L v L |SgL L |92L L | 2L L |82L L |62k )L VA
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TABLEAU 2 - Coefficient C, - Moments d’extrémite et charge répartie— 1 < 0
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TABLEAU 13 - Coefficient C, — Moments d’extrémité et charge répartie— |1 > 0
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TABLEAU 4 - Coefficient C, - Moments d’extrémite et charge répartie— 1 < 0
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TABLEAU 5 - Coefficient C, - Moments d’extrémite et charge concentrée— > 0
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TABLEAU 6 - Coefficient C, - Moments d’extremité et charge concentrée— 1 <0
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TABLEAU 7 - Coefficient C, - Moments d’extrémite et charge concentrée— 1 > 0
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STA-CAL 1-02

TABLEAU 8 - Coefficient C, - Moments d’extremité et charge concentrée— 1 <0
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ANNEXE B

Abaques de coefficients C, et C,

. Moments d’extrémité et charge répartie
Abaque 1: Coefficient C,-u >0
Abaque 2: Coefficient C,-u <0
Abaque 3: Coefficient C,—u >0

Abaque 4: Coefficient C,-u <0

. Moments d’extrémité et charge concentrée
Abaque 5: Coefficient C,-u >0
Abaque 6 : Coefficient C,—pu <0
Abaque 7 : Coefficient C,—pu >0

Abaque 8: Coefficient C,—p <0

STA-CAL 1-02
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Abaque 1 - Coefficient C, — Moments d’extrémité et charge répartie — | positif
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Abaque 2 - Coefficient C, - Moments d’extrémité et charge répartie — 1 négatif
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Abaque 3 - Coefficient C, — Moments d’extréemité et charge répartie — |1 positif
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Abaque 4 - Coefficient C, - Moments d’extrémité et charge répartie — U négatif
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Abaque 5 - Coefficient C, - Moments d’extrémité et charge concentrée — | positif
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Abaque 6 — Coefficient C; — Moments d’extrémité et charge concentrée — 1 négatif
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STA-CAL 1-02

Abaque 7 - Coefficient C, — Moments d’extréemité et charge concentrée — |1 positif
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Abaque 8 — Coefficient C, - Moments d’extrémités et charge concentrée — |1 négatif
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