
CIENKOŚCIENNE KONSTRUKCJE METALOWE
Swobodne i nieswobodne skręcanie cienkościennych elementów 
konstrukcyjnych o przekroju otwartym

Wykład 8:



SKRĘCANIE SWOBODNE (CZYSTE)

Występuje, gdy na końce pręta działają momenty skręcające o przeciwnych 
znakach. Wówczas deplanacja nie natrafia na opór, tzn. występuje swoboda 
paczenia się przekrojów.

Kąt skręcenia wynosi

𝜑 =
𝑀𝑥𝑙

𝐺𝐼𝑇

jednostkowy kąt skręcenia 

𝜑′ =
𝑀𝑥

𝐺𝐼𝑇
.
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SKRĘCANIE SWOBODNE (CZYSTE)

Strumień naprężeń

𝜏 = 𝐺𝑡𝑖𝜑′

lub

𝜏 =
𝑀𝑥

𝐼𝑇
𝑡𝑖

gdzie 𝑡𝑖 jest grubością ścianki przekroju
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MOMENT BEZWŁADNOŚCI CZYSTEGO SKRĘCANIA

𝐼𝑇 =
𝛼

3


𝑖=1

𝑚

𝑏𝑖𝑡𝑖
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MOMENT BEZWŁADNOŚCI CZYSTEGO SKRĘCANIA

𝐼𝑇𝑢 =
4𝐴𝑧

2

𝑎𝑏

𝑏2𝐺

12𝐸𝐼𝑝
+
1,2

𝐴𝑝

−1

𝐼𝑇𝑢 =
4𝐴𝑧

2𝐸𝐴𝑘
𝐺𝑏2

sin2 𝛽 cos2 𝛽
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SKRĘCANIE NIESWOBODNE

Ponieważ dwa oddalone od siebie przekroje 𝑑𝑥 nie mają możliwości deplanacji, 
następuje odkształcenie wzdłuż włókien 𝑥. Przemieszczenia i odkształcenia 
wynoszą odpowiednio:

𝑢 𝑥, 𝑠 = −𝜑′ 𝑥 𝜔 𝑠 ,

휀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −𝜑′′𝜔.

Powstają wówczas normalne 
naprężenia wycinkowe

𝜎𝜔 = 𝐸휀𝑥 = −𝐸𝜑′′𝜔
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WPŁYW SKRĘCANIA NA KSZTAŁTOWNIKI
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R-NIE RÓŻNICZKOWE PROBLEMU

Równanie kątów skręcenia pręta nieswobodnie skręcanego

𝐸𝐼𝜔𝜑
(4) − 𝐺𝐼𝑇𝜑

2 = 𝑚𝑥 𝑥 .

Można je wyrazić jako

𝜑(4) − 𝑘2𝜑 2 =
𝑚𝑥 𝑥

𝐸𝐼𝜔
,

gdzie

𝑘2 =
𝐺𝐼𝑇
𝐸𝐼𝜔

.
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SIŁY PRZEKROJOWE

Moment czystego skręcania

𝑀𝑇 𝑥 = 𝐺𝐼𝑇𝜑
1 𝑥 ,

bimoment

𝐵 𝑥 = −𝐸𝐼𝜔𝜑
2 ,

moment giętno-skrętny

𝑀𝜔 𝑥 = −𝐸𝐼𝜔𝜑
3 𝑥 ,

moment skręcający

𝑀 𝑥 = 𝑀𝑇 +𝑀𝜔 = 𝐺𝐼𝑇𝜑
1 𝑥 − 𝐸𝐼𝜔𝜑

3 𝑥 .
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WARUNKI PODPARCIA

W wyniku całkowanie r-nia otrzymuje się cztery stałe całkowania, które należy 
wyznaczyć z warunków brzegowych na obu końcach prętów.

• zablokowanie skręcenia i deplanacji

𝜑 = 0, 𝜑 1 = 0,

• zablokowane skręcenie i możliwa deplanacja

𝜑 = 0, B = −EI𝜔𝜑
2 = 0 → 𝜑 2 = 0,

• swoboda skręcenia i możliwa deplanacja

𝜑 1 = 0, M = GIT𝜑
1 − EI𝜔𝜑

3 = Mx → 𝜑 3 = 0,
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ROZWIĄZANIE OGÓLNE

Kąt skręcenia pręta obciążonego stałym momentem 𝑚(𝑥)

𝜑 𝑥 = 𝜑0 + 𝜑0
1
𝑥 + 𝜑0

2 1

𝑘2
cosh 𝑘𝑥 − 1 +

+ 𝜑0
3 1

𝑘3
sinh𝑘𝑥 − 𝑘𝑥 −

𝑚𝑥

𝑘4𝐸𝐼𝜔

1

2
𝑘𝑥 2 − cosh𝑘𝑥 + 1

Zakładając widełkowe podparcie, równanie przybiera postać

𝜑 𝑥 =
𝑚𝑥

𝑘4𝐸𝐼𝜔

𝑘2

2
𝑥 𝑙 − 𝑥 +

cosh 𝑘
𝑙
2
− 𝑥

cosh
𝑘𝑙
2

− 1
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ROZWIĄZANIE SZCZEGÓLNE

Siły przekrojowe otrzymuje się z 
zależności różniczkowych:

𝐵 𝑥 =
𝑚𝑥

𝑘2
1 −

cosh 𝑘
𝑙
2
− 𝑥

cosh
𝑘𝑙
2

,

𝑀𝑇 𝑥 = 𝑀 𝑥 −𝑀𝜔 𝑥 ,

𝑀𝜔 𝑥 =
𝑚𝑥

𝑘

sinh𝑘
𝑙
2
− 𝑥

cosh
𝑘𝑙
2

,

𝑀 𝑥 = 𝑚𝑥

𝑙

2
− 𝑥 ,
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ELEMENT WSPORNIKOWY
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH

16/30



ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH

19/30



ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH

22/30



ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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ROZWIĄZANIA PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH
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DYSTRYBUCJE DIRACA I HEAVISIDEA

Delta Diraca

𝛿 𝑥 = ቊ
+∞, 𝑥 = 0
0, 𝑥 ≠ 0

Funkcja Heavisidea

𝐻 𝑥 = ቊ
1, 𝑥 > 0
0, 𝑥 < 0
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ELEMENTY WIELOPRZĘSŁOWE

Równanie różniczkowe elementu wieloprzęsłowego:

𝐸𝐼𝜔𝜑
4 𝑥 − 𝐺𝐼𝑇𝜑

2 𝑥 =

= 𝐵𝛿 1 𝑥 − 𝑥𝐵 +𝑀𝑥𝛿 𝑥 − 𝑥𝐵 −

𝑝=1

𝑚

𝑀𝑝𝛿 𝑥 − 𝑎𝑝

+𝑚𝑥 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑚1 − 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑚2
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ROZWIĄZANIE OGÓLNE

Rozwiązanie ogólne r-nia skręcanego pręta wieloprzęsłowego:

𝜑 𝑥 = 𝜑0 + 𝜑0
1
𝑥 + 𝜑0

2 1

𝑘2
cosh 𝑘𝑥 − 1 +

+ 𝜑0
3 1

𝑘3
sinh𝑘𝑥 − 𝑘𝑥 +

𝐵

𝐸𝐼𝜔

1

𝑘2
cosh 𝑘 𝑥 − 𝑥𝐵 − 1 𝐻 𝑥 − 𝑥𝐵

+
𝑀𝑥

𝐸𝐼𝜔

1

𝑘3
sinh𝑘 𝑥 − 𝑥𝑀 − 𝑘 𝑥 − 𝑥𝑀 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑀

−

𝑝=1

𝑚
𝑀𝑝

𝐸𝐼𝜔

1

𝑘3
sinh 𝑘(𝑥 − 𝑎𝑝) − 𝑘 𝑥 − 𝑎𝑝 𝐻(𝑥 − 𝑎𝑝)

+
𝑚𝑥

𝐸𝐼𝜔

1

2𝑘4
൛

ൟ

2 cosh 𝑘 𝑥 − 𝑥𝑚1 − 𝑘2 𝑥 − 𝑥𝑚1
2 − 2 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑚1

− 2 cosh𝑘 𝑥 − 𝑥𝑚2 − 𝑘2 𝑥 − 2 − 2 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑚2
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PRZYPADKI SZCZEGÓLNE

𝜑 𝑥

=
𝐵

𝑘2𝐸𝐼𝜔

𝑥

𝑙
−
cosh 𝑘 𝑙 − 𝑥𝐵

sinh𝑘𝑙
sinh𝑘𝑥 + cosh 𝑘 𝑥 − 𝑥𝐵 − 1 𝐻 𝑥 − 𝑥𝐵
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PRZYPADKI SZCZEGÓLNE

𝜑 𝑥 =

=
𝑚𝑥

𝑘4𝐸𝐼𝜔

ቐ

ቑ

− 𝑥𝑚1 − 𝑥𝑚2 𝑘2𝑥

−
sinh 𝑘 𝑙 − 𝑥𝑚1 − sinh 𝑘 𝑙 − 𝑥𝑚2 sinh 𝑘𝑙 − cosh𝑘 𝑙 − 𝑥𝑚1 − cosh𝑘 𝑙 − 𝑥𝑚2 −

𝑘2

2
𝑥𝑚1
2 − 𝑥𝑚2

2 cosh 𝑘𝑙

sinh 𝑘𝑙 − 𝑘𝑙 cosh𝑘𝑙
𝑘𝑥

+
𝑘𝑙 sinh 𝑘𝑙 𝑙 − 𝑥𝑚1 − sinh 𝑘 𝑙 − 𝑥𝑚2 − cosh𝑘 𝑙 − 𝑥𝑚1 cosh 𝑘 𝑙 − 𝑥𝑚2 +

𝑘2

2
𝑥𝑚1
2 − 𝑥𝑚2

2

sinh 𝑘𝑙 − 𝑘𝑙 cosh 𝑘𝑙
sinh 𝑘𝑥

+ cosh 𝑘 𝑥 − 𝑥𝑚1 −
𝑘2

2
𝑥 − 𝑥𝑚1

2 − 1 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑚1 − cosh𝑘 𝑥 − 𝑥𝑚2 −
𝑘2

2
𝑥 − 𝑥𝑚2

2 − 1 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑚2
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PRZYPADKI SZCZEGÓLNE

𝜑 𝑥 =

=
𝑀𝑥

𝑘3𝐸𝐼𝜔
ቊ

ቋ

𝑘𝑥 −
sinh𝑘𝑙 cosh 𝑘 𝑙 − 𝑥𝑀 − sinh𝑘 𝑙 − 𝑥𝑀 + 𝑘𝑥𝑀 cosh 𝑘𝑙

sinh𝑘𝑙 − 𝑘𝑙 cosh 𝑘𝑙
𝑘𝑥

−
sinh𝑘 𝑙 − 𝑥𝑀 − 𝑘𝑙 cosh 𝑘 𝑙 − 𝑥𝑀 + 𝑘𝑥𝑀

sinh 𝑘𝑙 − 𝑘𝑙 cosh 𝑘𝑙
sinh𝑘𝑥

+ sinh𝑘 𝑥 − 𝑥𝑀 − 𝑘 𝑥 − 𝑥𝑀 − 𝑘 𝑥 − 𝑥𝑀 𝐻 𝑥 − 𝑥𝑀
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