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CIENKOSCIENNE KONSTRUKCJE METALOWE

Skrecanie pretéw cienkosciennych o przekroju otwartym

Wyktad 9: usztywnionych konstrukcyjne



ELEMENTY WIELOPRZESLOWE

Rownanie rézniczkowe elementu wieloprzestowego:

El,0™W () = Glrp®P (x) = m
= B6W(x — x5) + M, 6(x — xp) — z Mp6(x — ap)

+ mx(H(x - xml) —H(x — xmz))

1, B M, T M M, 3 M, ' "
/'/f R e e S e o
. , #
‘ f\ L g :'.L_': €.z _1: Eo :'_1‘: Nl‘
Y v " ! | |
" \ B\ |
\ Z \ |
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\ X \
\ % , \
: m xm: \ \ |
\ ! \
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LINIE WPLYWU

Przedstawione rozwigzania mozna w prosty sposéb przeksztatci¢ przyjmujqc
jako obcigzenie site jednostkowq (np. M,, = 1 lub B = 1), jako wspdtrzednq x
wartos¢ statq, a jako wspoétrzednqg obcigzenia zmienng.

|
A P ( m m+1
G e D AN o e D e S e Al e
“\ l ‘ 7Y ) yp ) 7 g y 1
/ = 1 /

/ Tu /

/ % /

/ X /

/ D /

/ ! /
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LINIE WPLYWU

LW kqgta skrecenia

o(xpy) =
1 [ — xy sinh k(I — xp;)
“WEL) T T ginhg | Snhkx

[smh k(x —xp) — k(x — xp)H(x — xp1)

[—a smhk(l—a) _
— z M, { l P kx — O P2 sinh kx + [smh k(x — ap) — k(x — ap)]H(x
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LINIE WPLYWU

LW momentu czystego skrecania

MT(fM) = 3

= L~ Xy smhsllcrf}ll klxM) cosh kx + [cosh k(x — xp;) — 1]H(x — x;)
i M { — smhk(l _ ap) cosh kx + [COSh k(x —a ) — 1]H(x —a )}
] p sinh k! P P

LW momentu bimomentu

B(xy) =
A{smh k(l — xp)

—— sinh kx — sinh k(x — xp;) H(x — xp;)

m
l—a smhk(l—a )
z M,, P P P2 coshkx + [Cosh k(x — ap) — 1]H(x — ap)]}

[N

p:
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LINIE WPLYWU

LW momentu momentu gietno-skretnego

Maél(r)fﬁl)c(T—x )

— e M7 cosh kx — cosh k(x —xp) H(x — xp)

_ i M [Sinhk(l —ap) coshkx + coshk(x —a,)H(x — a )]
p=1 P sinh kl P P71’

LW momentu momentu skrecajgcego

M (xp) =l_xM—H(x—xM)—sz[l_ap—H(x—ap)],
p=1

[ l

LW momentu reakcji podpér skrajnych
m

m

[ —xy [—a X a

MoCw) === ) Mp—2, MaaCow) === ) My 7
p=1 p=1
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‘ PRZYKLAD LINI WPLYWU

-0,25
0,00

0,50 |

1,00
-0,10

0,00
0,10

0,20

030 — 1

M. = E=205940 MPa | 1,=415-
e G= 79434 MPa / I =183
0 1.0 l X 2
v, v J 7 20m 2,0m 20m
z, w\
L.w. ¢ [1/(MN-m)] 0,60 Lw.M,
i /
-0,20 :
0,00 /
L.w. B [m] sig |
W it P
0,40
0,10 - Lw.M,
000 N
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 EL. W OSRODKU OBROTOWO-SPREZYSTYM

Rownanie rézniczkowe elementu wieloprzestowego:

oW —2kZeD + kjop =

1
E BSW(z —z5)+ M, 5(Z—ZM)—ZMp6(Z—ap)

+my[H(z — zpy) — H(z — Zmz)]}
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~ SPOSOB ROZWIAZANIA PROBLEMU

E{éwnanie kqta] Transformacja|
skrecenia preta operatorowego

Laplace’a

Rozwigzanie
rOwnania

\

Liczba podpor
posrednich m

\ 4

1 warunki brzegowe

Utworzenie
lintowego
uktadu rownan

Odwrotna transformacja
Laplace’a (rozwigzanie og6lne)

Warunki brzegowe:

(p(O) = gcpAMzA’
o) = €ppMyzp,

¢(1)(0)=8¢,ABA gdzie: M,,
oW () = e, 3Bp gdzie: M,p

Warunki posrednie:
da p=1,2,3, ---,m.

‘P(ap) = EgpMp,

Rozwigzanie uktadu
roéwnan. Podstawienie
do rozwigzania ogolnego

Rozwigzanie
przypadkow
szczegotowych

Graficzna
forma
wynikow

= MZ(O)J BA = _B(O)J

_Mz(l)x BB = B(l):
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~ ROZWIAZANIE OGOLNE

() 24 Siz_zkt z 4 1)2 S _Zkt o517 4
Z) =
¢ Po i 14(5 — 2) Po i 14sl(s — k2)

Z)Z eSiZ 3)2 052
T, i= 14(5 —kZ) T i 14Sl(S _kz) +

l(Z ZB) H(Z o ZB) +

Ela) i=1 4(51' — kZ)
-I-&Z4 1 esi(Z_ZM)H(Z—Z )+
El i 1451(8 — 2) M
esi(z=ap) (5 —
ZZE::IQ 0 li{[ ZZE:: i= 1_11:;l (:5; ICIZ:) p jpir(:EZ Cllg:) '*'
' ]_ (7 —
{ kg zi—14s-2(s.2 —12) ¢ " Z””)]H (z = zm1)
- i \°i

1
ez T Z esi(Z—Zmz)] H(z — 7 },
[k?}; i=1452(s2 — k2) (z = Zma)

gdzie: S1334 = i\/k? + /kf — kb.
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PRZYKLADY LICZBOWE

< M, (z) [kNm] Moment gigtno-skretny
30 f
z 20 F
10 f
0.0 —
10 f—— —
3.0 o,

00?(2) [rad] Kat skrgcenia M (z) [KNm] Moment czystego skrgcania
0.000 == 04 ¢ RN eSS oA
oots P I Pt o AT TERIR
0010 X TS N SR 00 A A 1 N \‘\

: = R o o 3 N
83;3 T .’.'\ <L — 1= 0.2 g /r'/.{ ‘\k_\._ N
0.025 S e S £,= 0,000 (kNm)® 04 =7

‘ Tt — —— £,=0,001 (kNm)" 06 2=

------ &,=0,002 (kNm)"
B(z) [kNm’] Bimoment M(z) [KNm] Moment skrecajacy
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PRZYKLADY LICZBOWE

N
M, | M, =2 kNm
22 c 27727

‘ \
IPE 300 Mgi
22l 7 z_

Ll

227
(YKL {{{{{{{{{{{j};g
y | &,
3,0 7, 15 |, 15 1 3,0 ”
i 9,’6m ’I
¢(z)[rad] Kat skrecenia
-0.005 | = __
0.000 ATPHEEE LELL L Sty = RS AT SRS Ao
0.005 | N —-—-- £=0,001 (KkNm/m)’
0.010 \\ e . =0,010 (KNm/m)"
0.015 Ne - — —— £=0,100 (kNm/m)"
ok ~ =c0  (KNm/m)"
B(z) [kKNm’]
04 |
02 ;._—==-/’,’ / .
0.0 e i
02 | :
04 |
0.6 |
0.8 ¢
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PRZYKLADY LICZBOWE

M(x) [KNm]
| 400 M =3 kNm -15

fffff/@fff X, 1.0 éi_’f_
3/3/!{3/ {{ —-0.5 {:::_- .......

y,u ZV g, [(kNm/m)"] T T2 T T
‘ Z Z R N e 4

@(x) [rad] s

A .z [m] 1.0

B S U A R S 775
0.005 QNI = M,(x) [kNm]
: \ SNt —001 %
0.010 N I ¢ :
. - S

\N .
Q\ '/

0.015 S~
B(x) [kNm’]
“0s N\

\\"

F ol

== o ettt I

N\ 4

]L 4 ~\~~§‘ 4‘ ')'4;--
0.5 77 1.0 IT-
\A —0.5
1.0
...... x [m]
Oc———:l:::'_;.__ 3 # 5 6
-
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PRZYKLAD LINII WPLYWU
2““"""‘” L7 j

o Ev
22
////;{{{{{
o
7

IPE 400
y.u

7,
L. w. ¢(x) [1/kNm]
—0.002- L. w. M/(x) [-]
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PRZYKLAD LINI WPLYWU

N ~0.05-f
o [(kNm/m)” b I
ffi S22 X : X, [m]
/S L L L i
IPE 400 0.05-
0.10-}
0.15-~
L. w. M,(x,) [1/m]
xB [m] —04 : "/,\\.“
A
3 7N
_ 7 \Y
-0.2{ ¥
o1 £
[ fo"
40
' 4 0 x5 [m]
L. w. M(x;) [l/m]
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—0.20& Ky -.’..—*""‘"" s "'“‘\‘ﬁ.‘
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EL. UZEBROWANE — RODZAJE USZTYWNIEN

* zebro

* zebro zamkniete

° przewiqzka

° przewiqzka
zmodyfikowana

AN
A<T

o

==

B
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EL. USZTYWNIONY WIEZI/{ PODLUZNA

S

El,o® — Gl =

= BSW(x — x5) + M, 5(x—xM)+ZB sW(x —b,) — ZM §(x —ay)

p=1
T my [H(x xml) H(x — xmz)]
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PODATNOSCI WIEZI PODLUZNYCH

Ogdlna wartos¢ wspdtczynnika podatnosci

1
€ ;= )
v GITuhu

gdzie

G I, — sztywnos$é usztywnienia na skrecanie,
h,, — wysoko$¢ usztywnienia.

Podatnosci poszczegdlnych usztywnien:

> eb i ; c 6(1+v)
zebro otwarte: ', =
PT  Ebh,t3’
: . by +b;
zebro zamkniete: E 1., =
€ O'T T 2G(byby)2hy 2

L3 k b y o Ld — 2hr

przewiqzka (bez scinania): Ep'r = Tpzawz’

2/b%+h§
przewiqzka zmodyfikowana: E 1, = ————5—

pr Eb3b}t .
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ROZWIAZANIE OGOLNE

Rozwiqgzanie ogédlne r-nia skrecanego preta wieloprzestowego z usztywnieniami:

1 1
o(x) = @+ <p(gl)x + (péz) ) (coshkx —1) + + (p(g) (sinh kx — kx) +

0 3
B 1
+£1?Twﬁ [coshk(x —x5) — 1]H(x — x5) +
M
+ = [sinh k(x — xp) — k(x — x3)]H(x — xpy) +
El, k3
+ZB’” L rcoshk(x — b)) — 1]H(x — b,) +
INZ coshk(x — b, (x — b;)
m =1

M, 1 .
- LEl k3 [sinh k(x — ap) = k[x - ap|H(x — a)]
p=1

+mxi{[2coshk(x—x 1) = k(X = Xpp1)? — 2]H (X — Xpm1)
El 2k " " "

— [[2 cosh k(x — xp) — k?(x =)? — 2]H(x — xpm2) |}
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‘ WPLYW LICZBY USZTYWNIEN PODLUZNYCH

P 2
M_.=5,0 kN-m
1 2 3 4 5 - m=3
sl bl . -
: | 7 |
ST J' L5 .'

; 6,0m /

Liczba
zeber n Eo/ ¢(3,0) B(3,0) | My (3,0) | M,(3,0) | M(3,0)
bl. 20 mm 1/(MNm?) rad kNm? kNm kNm kNm
0

91,2117 0,03822 1,9043 2,4024 0,0976

91,2117 0,03627 1,8765 2,1629 0,3371
7 91,2117 0,03554 1,8512 2,1266 0,3734 2,5
13 91,2117 0,03359 1,7840 2,0095 0,4905 2,5
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WPLYW RODZAJU USZTYWNIEN PODLUZNYCH

M = 50kNm
1400 m=0 x
7/ ; AL
/ 1,5 f ,'

/
60m

/

ozl | gy | 9(3,0) | B(3,0) | M1(3,0) | M,(3,0) | M(3,0)
n=5 1/(MNm3) rad kNm?2 kNm kNm kNm

0,03822  1,9043  2,4024  0,0976

bl. 25 mm 46,7004 0,03469 1,8532  1,9738  0,5262
2C 63x4 12,4584 0,02874 1,7604  1,3128 11,1872 2,5
bl. ® 0,0000 0,01193  1,4384  0,0000  2,5000 2,5
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WPLYW USZTYWNI

P %

a

I 400 1 2
2 3

¥, v

=
s

|
L 1,5 l Z| 712 |12 |12 |12 Z
3,0 1,5

b o - - *

zZ, Wy

Oznaczenia:

bez zeber

zebra z
ceownikow
63x4 mm

y

—0.005
0.000
0.005
0.010

-15
-1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0

1.5
-04

-03
-0.2
-0.1

007

0.1
0.2

0.3
0.4

PODLUZNYCH

NN
m,=—5kNm M M=05
%\’\ VUN 8% k(_;\g% k%
’ IPE 400
05, 1.0 163, 10 | 1.0 | 10 |
g 7 1 | g

9.0m

¢(x) [rad]

bez zeber

Zzamkani ete zebra
2C 80x4

sztywne
R

WWWWW

R4
7
ps

-20

-1.0

0.0

1.0

2.0

—TSaa
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YV

LINIE WPLYWU ELEMENTOW USZTYWNIONYCH

- M=1 -
\ E n=0,513
: ; 6,0 m )
L.W. ¢ [1/(MN-m)] Oznaczenia:

-0,2

0,1

0,0

A=

0,2

0,61

0,4

0,2

0,0
0,2
0,4

0,6 —

0,0
0,2

0,4

0,6
0,8
1,0
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LINIE WPLYWU ELEMENTOW USZTYWNIONYCH

| M.=1 :
gﬁ« ! 1400 1/ m=0 X
n=>3

1 2% 3 4 S p=
; 1,5 K. | 1S 4
ysv 6,0m

—

0,0 o=z L.w. ¢ [1/(MN'm)]
.\". .---"“"--.
2’0 e . : ——

4,0

6,0
8,0

-0,1
0,0
0,1
0,2
0,3 : o1 - L 57

0,4 Y s
0,2

bez zeber  Zzebra zebra zebra z
zblachy  zblachy ceownikow

{=o0 =25 mm 63x4 mm
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WPLYW USZTYWNIEN PODLUZNYCH
Tor s T

A 7 N Iy 02l M) [KNm]
y z £y = 0 [(kNm') ] IPE 400 B [
7 1.5 L 1.5 L 3.0 7] I

zebro c0 0.25m 0.1-

1
6.0 m

KX\ 2 3 6
- \ p(3) [rad] o1l
0.006 | i
F \ —02r
0.008 [ \\ /polozenie zebra: i
: 0,00 m "
0.010 . —— 0,25m 04
—_— g,;gm i M, (x) [kNm]
2 — U,/0m
05 '\\\\\\‘\ B(x) [KNm ] ——— 1,00m 02l
Tr \§§S\ — 125m “l
——F— 1,50 L
\§\ m i
L 1 1 1 | (- I 1 | L L L L L L L L L L L 1 1 I |
L F 1 2 k 6
05 \
’ \\ -02}
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WPLYW USZTYWNIEN PODLUZNYCH

N N
A b o b i x
z 8,,1 =0 [(kNm ) ] IPE 400 8?, =0 [(kNm) ] B
7 15 L 1.5 L 1.5 L, 15 77
zebroco 025m 6.8 m 7 2ebro co 0.25 m

M(x) [kNm]
— Y 0.1s [
Cocea| p(x) [rad]
L 0.05 f—
—0.004 |- y
1 2 4 =3 6
—0.006 ; —0.05 f—
[ —0.10 :—
o —0.15 f—
Z ol i =
% [
/ 02
3 I
% : ; ; ; : :
o2 [ poloZenie zebra:
N % T 0,00 m
0.6 - \\ // 04k 0,25 m
- W —— osom
— 0,75m
— 1,00m
— 1,25m
—— 1,50m
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WPLYW USZTYWNIEN PODLUZNYCH

\N

———— m,= 1.0 kNm
A O L L L L L X
VAR AN UL TR
z &= 0 [(Nm) "] IPE 400
1.5 L 4.5 7
2ebro co 025 m 6.0m

M;(x) [KNm]

s —  075m
aN B [N —— 1m
2 — 125m

——— 1,5S0m
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WPLYW USZTYWNIEN PODLUZNYCH

\Y

Y Y WS S R R SR

2 g, =0 [(KNm’)"] IPE 400 & =0[kNm)"][ B

Y 7,
1.5 L 3.0 L 1.5 ’
zebro co 0.25m 6.0m 7 2ebro c0 0.25 m

—0.005 0.5

B@) [KNm?’] M r M,(x) [kNm]

,
v s
\_“Hj:ff

polozenie Zebra:

0,00 m
— 0,25m
—— 0,50 m
—— 0,75m
— 1,00m
— 125m
— 1,50m
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WPLYW USZTYWNIEN PODLUZNYCH — LW

-
* 1300

l I Z
1.0 *0.54, 1.5 /4, 15 * 1.5
9.0 m

L.w. g(x) [I(kNm)_l]

: 7
N~

\N—~"

I

L.w. B(x) [m]

L

AV

\V4

bez zeber

zamkni¢te zebra
z 2C50%x4

zebra nieskonczenie |

sztywne
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POWIERZCHNIE WPLYWU

N N
la € [(kNm/m)]
X

o IPE 400
7. 7.
L 3007 4,0
7 L
10,0 m

Bimoment




